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古典难题的挑战'''几何三大难题的解决及意义
数学研究需要大胆探索#细心论证

!

谁能避过重重险滩将思维贯通起来$谁就是最后胜利
者
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年$

"#

岁的旺策尔以他的睿智和毅力实现了自己的梦想$证明了立方倍积与三等分任
意角不可能用尺规作图法解决$宣布

"***

多年来$人类征服几何三大难题取得了重大胜利
!

他的证明方法是这样的%

假设已知立方体的棱长为
(

$所求立方体的棱长为
2

$按立方倍积的要求应有
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# 的
关系
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所以立方倍积实际是求作满足方程
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的线段
2

$但有些方程无有理根$若令
(

&!

$则要作长度为
"

的立方根的线段$但
"

的立方根超出了有理数加#减#乘#除#开方的运算
范围$超出了尺规作图准则中所说的数量范围$所以它是不可能解的问题

!

用类似的想法$他证明了三等分角也是不可能解的问题
!

实际上旺策尔还证明了一个被称
为高斯-旺策尔定理的定理%如果边数
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可以写成如下形式
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的素数$则可用尺规等分圆周
*

份$且只有当
*

可
以表示成这种形式时$才可用尺规等分圆周
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!

根据这一定理$任意角的三等分就不可能
了
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年$德国数学家林德曼借助于
/

0
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证明了
!

的超越性$从而解决了化圆为方的
问题

!

假设圆的半径为
%

$正方形的边长为
2

$按化圆为方所列代数方程的根$更不能用加减乘
除开方所表示$因而不可能用尺规法作图
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'又进一步
给出了三大难题不可能用尺规来解决的简单而明晰的证明$由此从理论上结束了三大难题的
解答历史

!

从此$古典几何的三大难题都有了答案
!

几何作图三大难题之所以是不可能的$主要在于问题条件的约束
!

如果改变问题的条件$

取消!直尺和圆规"的限制$它们是很容易解决的
!

例如$欧洲文艺复兴时代的大师达+芬奇曾
给出化圆为方的一种方法%取一圆柱$使底和已知圆相等$高为半径之半$将圆柱转动一周$产
生一个矩形$其面积恰好与已知圆面积相等$再将矩形化为与其等积的正方形$就可实现化圆
为方

!

几何三大难题本身并没有什么实际意义$但在尝试解决它们的过程中$却得到了许多具有
重要意义的成果

!

例如$微积分思想的萌芽就与化圆为方问题有关
!

古希腊巧辩学派在讨论化
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圆为方过程中$曾提出这样一个新颖的思想%用不断增加圆内接&或外切'正多边形的边数来穷
竭圆的面积

!

这一思想被下一世纪希腊学者欧多克索斯&
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'所发展$建立
了一种求曲边形的面积#曲面体的体积的方法---穷竭法

!

穷竭法本身已是微积分早期的雏
形$后来的数学家正是从穷竭法出发$逐步完成微积分的伟大发现的

!

然而$一旦改变了作图的
条件$问题就会变成另外的样子

!

比如直尺上如果有了刻度$则倍立方体和三等分任意角就都
是可作的了

!

数学家们在这些问题上又演绎出很多故事
!

直到最近$中国数学家和一位有志气
的中学生$先后解决了美国著名几何学家佩多提出的关于!生锈圆规"&即半径固定的圆规'的
两个作图问题$为尺规作图添了精彩的一笔

!

#化圆为方$问题诞生的故事
阿纳克萨戈勒斯是古希腊著名学者$在天文学中$他曾因解释日#月食的成因而闻名遐迩$

并且认识到月球自身并不发光
!

正是他出色的研究成果给他带来了不幸$在他大约
%*

岁的时
候$横祸从天而降$蒙受了冤狱之苦

!

灾难的起因是他认为太阳是一块炽热的石头
!

由于当时的
宗教早已一口咬定太阳是神灵$而这位学者却无视宗教的权威$说太阳是一块石头$因而被投
入监狱

!

尽管被囚禁的时间并不太长$可是$在被囚禁的日子里冤屈#苦闷#无聊实在让人度日如
年

!

在阴暗#潮湿的牢房里$阿纳克萨戈勒斯看不到外面的朝霞暮霭$每天只有不长时间阳光能
穿过牢房那狭小的方形窗户进入室内

!

每当阳光进入囚室$在墙壁上撒下一片光亮时$总会引
起作为学者的他的种种联想

!

有一天$他在凝视圆圆的太阳赏赐给他的方形的光亮时$他那习惯于思索的头脑突发奇
想%能不能&仅用直尺和圆规'作一个正方形$使其面积与一个已知圆的面积恰好相等呢(

就这样$一道世界名题---!化圆为方"问题诞生了$它与!立方倍积"问题#!三等分任意
角"问题一起被后人称作古希腊几何作图三大难题

!

阿纳克萨戈勒斯想到化圆为方问题之后非常兴奋$因为他身边没有书籍$没有笔$很难研
究别的问题$而这个问题却不同$只要用草棍在地上画就行了$草棍在牢房里有的是

!

他在进入
高墙之前做梦也没有想到$在他最痛苦的时候$是数学排除了他的几分烦恼

!

不过$他一生也未
能解决他提出的这个问题

!

倍立方体问题的传说
相传在两千多年前$古希腊的德里群岛中一个叫杰罗西的岛上$发生了一场大瘟疫$居民

们纷纷来到神庙$向神祈求
!

神说%!这次发生瘟疫$是因为你们对我不够虔诚
!

你们看$我殿前
的祭坛是多么小啊0 要使瘟疫不再流行$除非把祭坛的体积扩大一倍$但不许改变祭坛的形
状

!

"

神庙中的祭坛是个立方体$杰罗西的居民们赶紧量好立方体的尺寸$制作了一个新祭坛送
到神的面前

!

新的祭坛的长#宽#高都比原来的增加了
!

倍$居民们以为这样就满足了神的要
求

!

可是瘟疫非但没有停止$反而流行得更厉害了
!

岛上的居民又向神祈祷%!我们已经把祭坛


