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)算盘书*在
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年的修订本中增加了脍炙人口的!生兔子问题"$也称斐波那契数列%一
对小兔子&雌雄各一'$过一个月就成长为一对大兔子$大兔子又过一个月就要生出一对雌雄各
一的小兔子$小兔子过一个月又长成一对大兔子$大兔子每过一个月都要生出一对雌雄各一的
小兔子$若照此生下去$且无死亡$问一年后应有多少对兔子(

这是一个算术问题$但是用变通的算术公式是难以计算的$为了寻求兔子繁殖的规律$下
面写出自

!

月到第
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月的情形$可有下表%

月份
! " # $ % & ' ( ) !* !! !"

小兔子数目
! * ! ! " # % ( !# "! #$ %%

大兔子数目
* ! ! " # % ( !# "! #$ %% ()

总数
! ! " # % ( !# "! #$ %% () !$$
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后人为纪念兔子繁殖问题的斐波那契$将这个数列5
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6称为斐波那契数列$斐波那契数
列的各项$满足
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这个数列的每一项都叫斐波那契数
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可设
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$按照上述递推关系式$不难算出
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$也即满一年时$一对刚出生的兔子便
变成

!$$

对兔子
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当然$这只是假想的情况
!

如果真的是以这样的速度繁殖的话$世界将是不堪
设想的0

斐波那契数列的有趣性质
斐波那契数列有许多好的性质$例如%
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这便与被开普勒说成是几何学宝藏之一的黄金分割联
系起来
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事实上$
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$/其中分子#分母都

是斐波那契数列的各项
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斐波那契数列与黄金分割的关系有%

不等式!
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黄金分割数位于O
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之间$且更靠近于后者
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通项公式为
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这是由法国敏聂&
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'首次发现的斐波

那契数列的通项公式
!

这样一个各项都是正整数的数列$其通项竟然要用无理数来表示$这是
一个十分有趣的事情
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$可以用数学归纳法证明
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假设对一切
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'%对于任意两个连续的斐波那契数有
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'%对于任意四个相继的斐波那契数
,
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'%这个结果可能是十分意外的
!

因为斐波那契数列都是正整数数列$而通项公式却
是用无理数槡%来表达!

有兴趣的读者不妨把
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$/代入通项公式$就会发
现所有的槡%都相互抵消!
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'%用一个固定的正整数除所有的各项$余数都有周期性的变化规律
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比如用
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除
后$余数%
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用
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'%每第三个数可被
"

整除$每第四个数可被
#

整除$每第五个数可被
%

整除$每第
六个数可被

(

整除$等等
!

这些除数本身也构成斐波那契数列
!
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'%法国数学家鲁卡斯&
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'资助他构造出了一个与斐波那契数列相类似的数
列%
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运用递推公式可得鲁卡斯数列的通项
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故鲁卡斯数列
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的通项公式为
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鲁卡斯数列
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与斐波那契数列有相同的性质$且有
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而鲁卡斯数列
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$

的一
般项也有敏聂公式类似的结果

!

上述介绍的求解递推方程的方法在解微分方程中也用到类似的方法$希望读者深入理解
!

鲁卡斯还把斐波那契数列用于研究素数的分布$得到一些有价值的结果
!

由于斐波那契数列是一个十分奇特的数列$故
!)&#

年成立了斐波那契协会$美国出版一
份季刊)斐波那契季刊*专门登载有关这个数列性质的最新发现

!

尽管斐波那契数列的通项公
式和关于斐波那契数列的一系列成果是后人得到的$但我们应该承认%这些数学成果都起因于
斐波那契数列在)算盘书*中的!生兔子问题"
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斐波那契数列的应用举例
斐波那契数列在数学#物理#化学#天文学学科中经常出现$并且有许多有趣的性质$由于

斐波那契数列可以用于优选法$因而近年来有越来越多的人去研究它
!

斐波那契是大自然的一个基本模式$科学家发现自然界中有很多有趣的现象都与斐波那
契数列有关

!

现举例如下%
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雄蜂家系符合斐波那契数列
大家都知道$一般的动物都有父亲和母亲$但雄蜂是例外$它只有母亲而没有父亲

!

养过蜜
蜂的人都知道$蜂后产的卵$若能受精则孵化为雌蜂,如果不受精则孵化为雄蜂

!

也即雄蜂是有
母无父$雌蜂是有父有母的

!

因此$我们若追溯一只雄蜂的祖先$则可发现其第
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代的祖先数目
刚好就是斐波那契数列的第
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项
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如下图所示
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图
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有些学者把图
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中雄蜂第七代祖先的排列情况与钢琴中的
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个半音阶相比
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自然界中花朵的花瓣中存在斐波那契数列$也即在大多数情况下$一朵花的花瓣数目
都是
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$/例如$百合花有
#

瓣花瓣,毛茛属的植物有
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瓣花,许多翠雀属植物
有

(

瓣花,万寿菊的花有
!#

瓣,紫菀属的植物有
"!

瓣花,大多数雏菊有
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瓣花
!

在向
日葵的花盘中葵花子的螺旋模式中也可以发现斐波那契数

!

有趣的是$曾经有一位学者耐心地


