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非平直的三维空间是什么样的)

先想想三维空间$有一个球$以球上一点为圆心画圆$一个一个画$半径逐渐增大$如果你
是球上的一个人$你会发现圆的边渐渐变直$然后再向另一个顶点聚拢$这时$圆圈便凹向另一
边

!

同样也是三维$你进入了一个有限的三维空间$你吹一个很结实的气球$在你的眼睛看来$

你面前的这半面气球$是凸向你的
!

当气球的体积占空间总体积的一半$你面前的这半气球面
变成平面

!

你继续吹$你面前的气球面便变凹了,你继续吹$气球就把你包了进去$如果你还继
续吹$你就会被气球挤住

!

你不能想象有限无界的三维空间的样子$因为我们就在欧几里得三
维空间$这个空间是一个无限平面的三维空间$就像我们只能想象前面的球面试验$而我们一
旦进入那个球面空间$我们再也看不出圆周变直继而向另一边弯曲的奥秘

!

球面几何
最有用的非欧几何是描述球表面的球面几何

!

飞行员和船长用它进行环绕世界航行
!

球面
几何有些不大直观

!

例如$你知道从佛罗里达飞往菲律宾群岛的最短路线是横穿阿拉斯加的线
路吗( 菲律宾位于佛罗里达的南面$为什么朝北方的阿拉斯加飞为捷径呢( 球面几何另一个
奇怪特性是三角形的内角和总是大于
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小三角形$如在足球场上所画的三角形非常接近
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但大三角形&如北京#拉萨和香港'就要比
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大很多
!

双曲几何模型
双曲几何是一种!弯曲"的空间$在爱因斯坦的广义相对论中发挥着重要作用

!

双曲几何还
在拓扑领域有许多应用

!

非欧几何使用被称作双曲几何的非欧几何的一种有界的二维模型&庞加莱模型'

!

第一次
启动非欧几何时所出现的大空圆叫做!边界圆"

!

边界圆是屏幕的绘图区$它含有整个无穷的二
维双曲空间

!
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所示的双曲几何三角形
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看上去是弯曲的
!

而实际上在双曲几何中组成它的三

图
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条边完全是笔直的
!

双曲几何中的大多数直线从通常的欧氏几何的角
度看似乎是弯曲的

!

如果将你带到双曲几何世界的内部$那么你会看到$

在这个仿真图中所显示的所有的!直线"全是直线
!

平行线是在同一平面上无限长而不相交的直线
!

在上图中$双曲
直线

0,

和双曲直线
01

是在同一平面上的两条无限长直线
!

它们相
交于点

0

$因此它们不是双曲平行线
!

如图
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$双曲直线
8J

和双曲
直线

0,

都是同一平面上的无限长直线$由于它们不相交$因此
8J

平行于
0,!

同样$双曲直线
8J

也平行于双曲直线
01!

这很奇怪$因
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为我们知道在欧几里得几何中$

如果两条直线与第三条平行$那么该两条直线互相平行
!

这是欧几里得几何而非双曲几何中的一个定理$它被上面的反例证伪&

0,

和
01

都平行
于

8J

$但
0,

并不平行于
01

'

!

但你可能不相信
0,

与
8J

是平行线
!

为了使人相信$首先要
强调上面所显示的每条线都是无限长的$尽管看上去并不是无限的

!

我们一般认为无限长的直
线永远延伸下去$而实际上$无限长直线是没有终点的直线

!

!无限延伸"与!没有终点"并不是
一回事

!

要记住在这个双曲几何模型中$随着物体越来越靠近边界圆而变得越来越小$而从边
界圆内的任一点到边界圆的边界的距离是无限的

!

即使双曲线段有一亿英里长$它仍然不会达
到边界圆$而这条线段的两头都可延伸

!

数论的发展历史
数论这门学科最初是从研究整数开始的$所以叫做整数论

!

后来整数论又进一步发展$就
叫作数论了

!

确切的说$数论就是一门研究整数性质的学科
!

自古以来$数学家对于整数性质的研究一直十分重视$但是直到
!)

世纪$这些研究成果还
只是孤立地记载在各个时期的算术著作中$也就是说还没有形成完整统一的学科

!

我国古代$许多著名的数学著作中都有关于数论内容的论述$比如求最大公约数#勾股数
组#某些不定方程整数解的问题等等

!

在国外$古希腊时代的数学家对于数论中一个最基本的
问题---整除性问题就有系统的研究$关于质数#和数#约数#倍数等一系列概念也已经被提出
来应用了

!

后来各个时代的数学家也都对整数性质的研究做出过重大的贡献$使数论的基本理
论逐步得到完善

!

在整数性质的研究中$人们发现质数是构成正整数的基本!材料"$要深入研究整数的性质
就必须研究质数的性质

!

因此关于质数性质的有关问题$一直受到数学家的关注
!

到了
!(

世纪末$历代数学家积累的关于整数性质的知识已经十分丰富了$把它们整理加
工成为一门系统的学科的条件已经完全成熟了

!

德国数学家高斯集前人之大成$写了一本书叫
作)算术探讨*$

!(**

年寄给了法国科学院$但是法国科学院拒绝了高斯的这部杰作$高斯只好
在

!(*!

年自己发表了这部著作
!

这部书开始了现代数论的新纪元
!

在)算术探讨*中$高斯把过去研究整数性质所用的符号标准化了$把当时的定理系统化并
进行了推广$把要研究的问题和解决这些问题的已知方法进行了分类$还引进了新的方法

!

数论的基本内容
数论形成了一门独立的学科后$随着数学其他分支的发展$研究数论的方法也在不断发

展
!

如果按照研究方法来说$可以分成初等数论#解析数论#代数数论和几何数论四个部分
!

初等数论是数论中不求助于其他数学学科的帮助$只依靠初等的方法来研究整数性质的
分支

!

比如中国古代有名的!中国剩余定理"$就是初等数论中很重要的内容
!

解析数论是使用数学分析作为工具来解决数论问题的分支
!

数学分析是以函数作为研究
对象$在极限概念的基础上建立起来的数学学科

!

用数学分析来解决数论问题是由欧拉奠基
的$俄国数学家车比雪夫等也对它的发展做出过贡献

!

解析数论是解决数论中艰深问题的强有
力的工具

!

比如$对于!质数有无限多个"这个命题$欧拉给出了解析方法的证明$其中利用了数
学分析中有关无穷级数的若干知识
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世纪
#*

年代$苏联数学家维诺格拉多夫创造性的提出
了!三角和方法"$这个方法对于解决某些数论难题有着重要的作用

!

我国数学家陈景润在解决


